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Inhalt und Maf}

Wolfgang Wertz, TU Wien

Dieser Uberblick soll einige Grundideen der MaBtheorie vermitteln. Er halt
sich weitgehend an geometrische Interpretationen des MafBbegriffes, welcher al-
lerdings auch zu einer iiberaus wichtigen Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie und andere Anwendungen, auch innermathematischer Art, geworden ist.
Obgleich das Gebiet der Mafitheorie kaum ausdriickliche Uberschneidungen mit
den Lehrplidnen fiir die héheren Schulen aufweist, so bildet es doch iiber den In-
tegralbegriff, das Cavalieri’sche Prinzip, geometrische Probleme, die Wahrschein-
lichkeitsrechnung usw. viele Berithrungspunkte mit dem Schulstoff und vermag
dariiberhinaus den Lehrern ein wichtiges Hintergrundwissen zu bieten. Etliche
Themen, die eng mit der Mafitheorie verbunden sind, wie z.B. fraktale Mengen,
paradoxe Zerlegungen (vgl. Abschnitt 2), aber auch das weite Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitstheorie finden oft Interesse bei Schiilern und lassen sich auch im
Rahmen von Fachbereichsarbeiten behandeln.

Der geringe Umfang dieses Beitrages erfordert die Beschrinkung auf einige
wenige Grundtatsachen und nétigt hin und wieder zu unprézisen Formulierungen
und Argumenten. Die am Schlufl angefiihrte Literatur vermag aber diese Liicken
zu schlieflen.

1. Geschichtliche Entwicklung des Maflbegriffes

Das Problem der Berechnung von Lingen, vor allem aber von Flichen und
Volumina zieht sich durch die gesamte Geschichte der Mathematik. Bereits bei
EUKLID (etwa 365 - 300) und anderen Mathematikern der Antike hat es axio-
matische Zugénge gegeben, welche stark auf die Axiome der Geometrie aufgebaut
waren und nur verhaltnismifig einfache Berechnungen zulieBen. Erst am Ende
des 19. Jahrhunderts hat eine neue Sichtweise eingesetzt, die eng mit der damals
von Georg CANTOR (1845-1918) entwickelten Mengenlehre vekniipft ist und die
eine einheitliche und sehr allgemeine axiomatische Betrachtungsweise erlaubt.
Anstatt von Lange, Fliche, Volumen einer Punktmenge A spricht man seither
ganz allgemein vom Inhalt oder vom Mafi von A, kurz von m(A).

Zur Vereinfachung stelle ich zunéchst die Begriffe anhand der Ebene, also des
R? dar. Vieles davon 1dBt sich aber auf hohere Dimensionen d iibertragen bzw.
gilt auch fiir R = R' . Es gibt aber auch eine Reihe von Problemen, deren Losung
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entscheidend von der Dimension abhéngt; oft liegt der Unterschied zwischen Di-
mension d = 1, 2 und Dimension d > 3 an der unterschiedlichen Struktur der
entsprechenden Bewegungsgruppen.

Die ,elementargeometrische* Berechnung der Flache von Polygonen A er-
folgt vornehmlich durch Zerlegung in Dreiecke und Aufsummieren deren Flachen
(vgl. [Hi], § 20). Der Schulunterricht geht, schon aus didaktischen Griinden, et-
was anders vor und fithrt die Dreiecksfliche auf die des Rechteckes zuriick, wel-
che natiirlich als Lange x Breite zu berechnen ist. Abb. la und 1b liefert zwei
Méglichkeiten zur Berechnung der Fliche eines Parallelogrammes aus der Recht-
ecksfliche, woraus sich leicht die des Dreieckes ergibt (vgl. [LHR 3]).

Abb. 1a Abb.1b

Diese Methode der ,Zerlegung“ in Teildreiecke nimmt keinen Bezug darauf,
was mit den Randern der beteiligten Polygone geschieht, es kommt hier zu Dop-
pelzahlungen oder zu fehlenden Strecken. Die oft nur undeutlich ausgesprochene

Vorstellung, den Rand zum Dreieck zu zdhlen, dandert nichts an der angesproche-
nen Problematik. (Definiert man das Dreieck A = A(A, B,C) als die konveze
Hiille seiner Eckpunkte A, B, C, also

A={0A+EB+’TCamﬁ>720:a+ﬁ+'y=l},

wobeil unter ,+“ auch die Vektoraddition zu verstehen ist, so ist A abgeschlossen
und sein Rand 9A ist Teilmenge von A). Der auf Abb. 2 beruhende Beweis des
Satzes von PYTHAGORAS (vgl. [LHR 4]) macht diese Problematik ebenfalls
deutlich.

Im Falle des Kreises hingegen zwingt der mehrdeutige Sprachgebrauch zu
einer klaren Unterscheidung zwischen Kreishinie und Kreisfliche und legt auch
eine Klassifizierung der Punkte der Ebene in innere, gufere und Randpunkte des
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Kreises nahe, und dies bereits in der ersten Klasse der Unterstufe (siehe auch
[LHR 1))!

Stillschweigend wird eine Reihe von Annahmen getroffen: Strecken und Punk-
te haben Fliche 0 und tragen daher nichts zur Fliche bei (schlecht gesagt: ,haben
keine Fliche*), daher kénne man nach Belieben Rinder dazunehmen oder weg-
lassen; kongruente Figuren besitzen die gleiche Fliche (Bewegungsinvarianz, s.
u.) u. dgl.

Abb. 2

Solche Annahmen sind aber keineswegs selbstverstandlich: So besteht z.B. das
Einheitsquadrat E aus (iberabzdhlbar) unendlich vielen (parallelen), disjunkten
Strecken S, (0 < z < 1) der Lange 1. Es gilt zwar m(E) = 1, aber m(S;) = 0 Vz.
Eine Summe von Nullen ergébe also 1! Diese scheinbare Paradoxie verdeutlicht
die Grenzen der Anschauung und die Bedeutung der Hierarchie des Unendlichen
und damit die der Mengenlehre (jenseits des Zusammenfassens von Apfeln und
Birnen).

Die klassischen, ,elementaren“ Fliachenberechnungen werfen dennoch viele
schwierige Fragen auf. Die beiden auf den ersten Blick evidenten Argumente in
Abb. 1 sollen zwei Verfahren motivieren: Bei la wird das Parallelogramm ABCD
in Dreiecke ABD, BED und BCE zerlegt, das Rechteck ABEF in Dreiecke ABD,
BED und ADF. Entsprechende Dreiecke sind kongruent, haben daher gleiche
Fliche (Bewegungsinvarianz!) und damit sind die Flichen des Parallelogramms
und des Rechtecks gleich. Bei 1b hingegen erginzt man das Parallelogramm durch
das Dreieck ADF, das Rechteck durch das kongruente, also flichengleiche Drei-
eck BCE; in beiden Fillen ergibt sich das Viereck ABCF, das natiirlich wieder
in, trivialerweise, kongruente Dreiecke zerlegbar ist. Daher stimmen die beiden
Flachen tiberein.

Dese Uberlegungen fiihren auf folgende Begriffsbildungen:
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Definition 1.1: Zwei einfache Polygone A und B heiflen zerlequngsgleich, wenn
sie sich in endlich viele Dreiecke A,,...,A, bzw. By,...,B, zerlegen lassen, sodaf
fiir alle 7 A; und B; kongruent sind (d.h. durch eine Bewegung f3; ineinander
iibergehen: B;=f;4;).

Definition 1.2: Zwei einfache Polygone heifien erginzungsgleich, wenn sich A
durch Hinzufiigen endlich vieler Polygone A;,...,A, und B durch Hinzufiigen
endlich vieler Polygone B,,...,B, so erginzen lassen, daB zwei zerlegungsgleiche
Polygone entstehen, und wobei A; und B; Vi = 1,...,n zerlegungsgleich sind.

Abb. 1a zeigt daher die Zerlegungsgleichheit von Parallelogramm und Recht-
eck, Abb. 1b deren Erginzungsgleicheit. - Zerlegungsgleichheit impliziert immer
Erganzungsgleichheit und Gleichheit der Flichen. (Dies gilt auch fiir alle anderen

Dimensionen.)

HILBERT [Hi| erwéihnt fiir die Ebene die Umkehrung, nimlich dal Polygone
mit gleicher Fliche zerlegungsgleich sind. (Dieser Satz wurde allerdings bereits
1832 von F. BOLYAI und unabhingig davon 1833 von P. GERWIEN [Ge] bewie-
sen). In hoheren Dimensionen gilt eine entsprechende Aussage nicht. Dies ist im
wesentlichen die Antwort auf das 3. HILBERTsche Problem.

Fiir weitere, zum Teil tiefliegende Ergebnisse in dieser Richtung siehe z.B.
[Bo], [vDM], [Wa] und das dort angegebene Schrifttum.

Zur Flachen- und Volumsberechnung allgemeinerer, vor allem krummlinig be-
grenzter Punktmengen haben bereits die alten Griechen Approximationsmetho-
den entwickelt: zuerst EUDOXOS von KNIDOS (etwa 407 - 355 v. Chr) und
EUKLID die Ezhaustionsmethode und ARCHIMEDES (287 - 212) die Kompres-
sionsmethode, dessen berithmte Untersuchung der Archimedischen Spirale, in Po-
larkoordinaten durch r = cp gegeben, eben diese Methode beniitzt; sie nimmt
implizit einige Ideen des heutigen Inhaltsbegriffes vorweg.

Bei der Ezhaustionsmethode wird eine gegebene Punktmenge A von innen her
durch eine Folge von Polygonen A, approximiert und m(A) := lim,_,o, m(A4,)
definiert (vgl. Abb. 3a). Die Kompressionsmethode besteht darin, Polgygonfolgen
A, und A, zu konstruieren mit A, C A C A, und lim,,_,., (m(4,) — m(A4, ) =0
(vgl. Abb. 3b).
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Abb. 3a Abb. 3b

Ein wichtiges Verfahren, das bereits ARCHIMEDES in seiner erst 1907 aufge-
fundenen ,,Methodenlehre“(épodo()bei der Berechnung des Volumens der Kugel
beniitzt hat, ist als Cavalieri‘sches Prinzip bekannt (Bonaventura CAVALIE-
RI, 1598 - 1647): Wenn A, B C R? die Eigenschaft haben, da8 alle Schnittmengen
A, = {y € R: (z,y) € A} und B, die gleiche Linge besitzen, so gilt m(A)=m(B).
(Vgl. Abb. 4)

Abb. 4

In der Betrachtungsweise der Mafitheorie 1afit sich das Cavalieri‘sche Prinzip
als Kernstiick des Satzes von TONELLI-FUBINI auffassen (sieche Abschnitt 4).

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ* (1646-1716) Definition des Integrals war geome-
trisch ausgerichtet; bezeichnet fiir eine nichtnegative Funktion f : [a,b] — R
0; = {9l rd s 2 b S 5 < flal} - (1.1)

f(z)dz

s

die Ordinatenmenge von f, so lauft sein Flichenbegriff auf m(Qy) :=

hinaus.
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Eine systematische Theorie des Inhaltes und des Mafles, einschliefllich des
Integralbegriffes beginnt mit Giuseppe PEANO (1858 - 1932), Camille JORDAN
(1838 - 1922), Emile BOREL (1871 - 1956), Henri LEBESGUE (1875 - 1941)
und Constantin CARATHEODORY (1873 - 1950). Besonders wichtige Beitrage
lieferten auch die an der Universitit Wien wirkenden Mathematiker Hans HAHN
(1879 - 1934) und Johann RADON (1887 - 1956).

2. Inhalts- und Mafiproblem

Wir verlassen die Betrachtungen des Abschnittes 1 und wenden uns dem axio-
matischen Zugang zum Mafibegriff zu. Dieser erlaubt es, die Axiome nicht nur
geometrisch zu interpretieren sondern z.B. auch physikalisch, wahrscheinlichkeits-
theoretisch usw., er ist also weit allgemeiner. Selbstverstdndlich diirfen dann bei
der Herleitung allgemeiner Sitze aus den Axiomen geometrisch evidente Aussa-
gen nicht verwendet werde, sondern die Beweise miissen streng formal gefiihrt
werden (vgl. den Beweis von Satz 2.2).

Zunichst zur Motivation: Den Begriffen von Linge, Flache, Volumen, aber
auch Masse, Wahrscheinlichkeit u. dgl. von Mengen A, kurz deren Maff m(A),
sind folgende Eigenschaften gemeinsam:

m(A)>0,m(@) =0,
m(AU B) = m(A)+ m(B) , falls A und B disjunkt sind (2.1)
(also AN B =0 gilt).

Es soll nun méglichst vielen Mengen (etwa allen Teilmengen A des RY) ein
MaB m(A) zugeordnet werden. Bei geometrischen Sachverhalten liegt es nahe
zu fordern, dafi kongruente Punktmengen gleiches Mafl haben und eine einfache
Menge, etwa der (halboffene) Einheitswiirfel E := (0, 1] vorgegebenes MaB (z.B.
1) besitzt.

Felix HAUSDORFF hat 1914 in [Ha| das Inhaltsproblem folgendermaflen for-

muliert: Existiert eine Funktion ¢ : P(RY) — R (P(R?) bezeichnet die Potenz-
menge von R? ) mit folgenden Eigenschaften?

t(A) >0 (2.2)

((0) =0 (2.3)

ANB=0 = A+ B)=A)+«B) (2.4)
(A+ B:= AUB |, falls A und B disjunkt sind).

((BA) = (A) fiir jede Bewegung (2.5)

E)=1 (2.6)
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Ubrigens folgt durch vollstandige Induktion aus (2.4) leicht:

Ay, .., An disjunkt (d.h. A;NA; =0 fiiri # j)
= (X Ai) = Tin, o(A) (2.47)

(3 bezeichnet die Vereinigung disjunkter Mengen). Die Eigenschaft (2.47)
heift Additivitdt, (2.5) Bewegungsinvarianz von t.

Verwandt damit ist das Maflproblem (H. LEBESGUE): Existiert eine Funktion
u : P(R?) — R mit folgenden Eigenschaften?

u(A) 20 (2.2)
u(0) = (23)
(An)nen disjunkte Folge = (X nen An) = Lnen4(An) (2.7)
pu(BA) = u(A) fiir jede Bewegung B (2.5)
u(E) =1 (2.6)

Die Eigenschaft (2.7) heifit Volladditivitat von p.

Es ist klar, daB jede Losung 1 des Mafiproblems auch eine Losung ¢ des In-
haltsproblems liefert. Es zeigt sich, daf§ diese Probleme im Rahmen der Axiome
der ZERMELO-FRANKEL'schen Mengenlehre (ZF) nicht entscheidbar sind. Ei-
ne entscheidende Rolle spielt dabei die Hinzunahme des Auswahlaxioms (von
ZERMELO) bzw. verwandter Bedingungen:

Auswahlaxiom(AC): (Ai)aea sei eine nichtleere Familie nichtleerer Mengen.
Dann 3 Funktion ¢ : A = Ujyea Ay mit p(A) € Ay VA€ A.

Anders ausgedriickt: Das Cartesische Produkt nichtleerer Mengen ist nicht-
leer.

(Als Literatur zur Mengenlehre sind das einfach geschriebene Buch [HI], viel
ausfithrlicher [Je 1] zu nennen; speziell die Problematik des Auswahlaxioms wird
in [Je 2], [Mo], [Wa] u.a. behandelt. Einen guten Einstieg stellt auch [Go] dar.)

Ein wichtiges Hilfsmittel ist die folgende iiberraschende Paradoxie:

Satz 2.1 (Stefan BANACH und Alfred TARSKI, 1924): Gelte (AC) und d > 3.
A, B C R? seien beschrinkte Mengen mit inneren Punkten.

Dann 3n € N,3A4;,...,A, C RY, disjunkt, 3B,,..., S, (Bewegqungen des R?):
Bi(A1), ..., Bn(An) sind disjunkt, A=Y 7", A; und B =", Bi(A:).

Dies hat etwa folgende Konsequenz: Eine Kugel vom Radius 1 148t sich so in
endlich viele Teile A, ..., A, zerlegen, dafl zwei gleich grofie Kugeln entstehen,
wenn man A;,..., A, im Raum geeignet bewegt und dann wieder zusammen-
setzt. (Ubrigens kann in diesem Beispiel n = 5 gewahlt werden). Dieses Ergebnis
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entbehrt vollig der Anschaulichkeit und widerspricht jeder physikalischen Erfah-
rung: Einige der Mengen A; weisen dabei eine derart komplizierte Struktur auf,
dafl man ihnen nicht sinnvoll ein Maf} zuordnen kann.

Der Beweis von Satz 2.1 laBt sich zwar elementar fithren, ist aber kompli-
ziert (siehe z.B. [Ha], [St] oder [Wa]). Mit Hilfe von 2.1 ergibt sich eine teilweise
Antwort auf das Inhaltsproblem:

Satz 2.2: Es gelte (AC). Das Inhaltsproblem ist fir d > 3 unlisbar.

Beweis: Angenommen, ¢ sei Losung mit (2.2) - (2.6). Es seien A und B sowie
Ay, ..., Apund By, ..., Bn wiein Satz 2.1. Wegen der Additivitit und Bewegungs-

invarianz von ¢ gilt:
UB) = YT, Bi(Ai) =4 ity UBi(A)) =(s) iy Y Ai) =
=(2.4") X, A) = ¢(A). (2.8)
Wihlt man A := E = (0,1]%, also den Einheitswiirfel, und B := (0,2] x
(0,1) = (0,1)* + (1,2] x (0,1]* = A+ [(1,0,0)' + A], so folgt
t(B) = «(A) +¢[(1,0,0)' + A] = o(A) + ¢(A) = 2(A) = 2,

im Widerspruch zu (2.8).
q.e.d.

Hingegen laBt sich zeigen:
Satz 2.3 (BANACH, 1923): Es gelte (AC). Das Inhaltsproblem ist fiir d = 1 und

2 losbar, aber nicht eindeutig.

Ein Beweis ist z.B. bei [Za] zu finden.

Die Unlosbarkeit des Mafiproblems fiir d = 1 hat bereits Guiseppe VITALI
1905 bewiesen. Fiir Dimension d > 3 folgt sie aus Satz 2.2.

Eine Moglichkeit besteht nun darin, nicht allen, sondern nur bestimmten Teil-
mengen von R? ein Mafi zuzuordnen. Diese Mengen miissen sinnvollerweise be-
stimmte Bedingungen erfiillen, wie sie etwa in folgender Definition ausgedriickt
werden.

Definition 2.4: Es sei () eine nichtleere Menge. R C P(Q) heiBt (Mengen-) Ring
iiber ), wenn gilt: ) € R und A, BE R = AUB,A\B€e R.

Es ist leicht einzusehen, dafi R C P(f2) genau dann ein Ring ist, wenn R #
@ und mit A und B auch AN B und AAB (:=(A\B) U (B\A): symmetrische
Differenz) in R sind. - R bildet mit den beiden Operationen (A, B) — AAB
und (A, B) = AN B einen kommutativen Ring mit Einselement (im Sinne der
Algebra) - so erklirt sich auch die Bezeichnung ,, Mengenring®.
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Definition 2.5: R sei ein Ring iiber (). Eine Funktion ¢« : R +— R mit (2.1) bis
(2.3) (fir A, B,... € R!) heifit Inhalt auf R.
¢ heiBt endlich, falls ((A) <0  VAER.

Da jeder Ring auch beziiglich der Bildung endlicher Vereinigungen abgeschlos-
sen ist, gilt (2.4") entsprechend. Ein Inhalt ist also eine nichtnegative, additive
Funktion auf R mit ¢(0) = 0.

Beispiel 2.6: Sei d > 1 eine gegebene Dimension. Jede Menge A der Gestalt
A= )(?=1(a,', b,] mit—oc0<a;<b<oo Vi= 1,...,d (29)
heiBt d-dimensionales (halboffenes) Intervall. Ty bezeichnet die Menge aller d-
dimensionalen Intervalle.
Fa:={UL,A; : n € N,A; € Z,} bildet einen Ring, den Ring der d-dimen-
sionalen Figuren. Fiir ihn gilt:

Fa:={X%, Ai:n €N, A € L disjunkt}. (2.10)
Der elementare Inhalt von A € 7, ist
ma(A) := [T, (b — ai), (2.11)

wobei A die Form (2.9) besitzt. Fiir jede Figur A € Fy, die sich nach (2.10)
schreiben 1at, sei

ta(A) = Y, ma(Ai). (2.12)

Dann definiert (2.12) einen Inhalt auf Fy, der auf Zy mit m, iibereinstimmt
(der also my von I auf Fy fortsetzt).

Ubrigens erfiillt ¢4 die Eigenschaft der Volladditivitit, (2.7), soferne nur die
A, € R gewahlt sind und zusatzlich ¥, .y An € R verlangt wird (vgl. Abschnitt
4).

Die Verwendung halboffener Intervalle hat den entscheidenden Vorteil, dafl
auch dann, wenn Punkte, Hyperebenen u.dgl. positives Mafl haben kénnen (wie in
der Wahrscheinlichkeitstheorie oder bei Massenverteilungen), bei der Additivitét
keine Schwierigkeiten auftreten. So wird auch eine weit allgemeinere Definition
als (2.11) als Ausgangspunkt maoglich.

3. Der Jordan’sche Inhalt

Der in der Folge konstruierte Inhalt wird auf einem wesentlich gréferen Ring
als F,; definiert. Die Konstruktion erfolgt dhnlich derjenigen, die Karl MAYR-
HOFER (1899 - 1969) in seiner Monographie [Ma] durchfiihrt, er legt allerdings
abgeschlossene Wiirfel anstatt halboffener zugrunde. Ein etwas anderer Zugang
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findet sich bei [W1l]. PEANO und JORDAN sind urspriinglich von Polygonen
ausgegangen, was aber viel mehr elementargeometrische Uberlegungen erfordert
und sich daher als sehr aufwendig erweist. Der Weg, den ich im Folgenden wiihle,
vercinfacht manche Uberlegungen und erleichtert die Inhaltsbestimmung konkre-
ter Mengen betréchtlich. Ein wesentlicher Vorteil der Verwendung von Wiirfeln
anstelle von Intervallen oder Polygonen liegt auch im konstanten Verhiltnis ihrer
Kantenlangen.

Ein Gitter T in R? ist die Vereinigung aller quidistanten Hyperebenen, die
alle auf Koordinatenachsen senkrecht stehen und die einen festen Bezugspunkt
haben. Thr Abstand, cr > 0, heifit (Gitter-) Weite von T.

Sind T'; und T'; Gitter, so heifit 'y Verfeinerung von T, (Ty < T'3), wenn
'} C T gilt und wenn cr, ein ganzzahliges Vielfaches von cr, ist.

Eine Folge I'":= (T'n)nen von Gittern I, heifit monotone Gitterfolge, falls
[n < Thg1 Vn € N gilt.

Daraus folgt insbesondere, dafl es einen gemeinsamen Bezugspunkt P =
= (p1,...,pa)’ fiir alle T',, gibt und daB lim, ., ¢, = 0 gilt, wo ¢, = er,, bezeich-
net.
Jede Menge der Gestalt

W = xLi(pi + kicn, pi + (ki + 1)cn] (3.1)
mit ky,..., ka € Z heiBt ein Wiirfel aus T',; W, bezeichne die Menge dieser Wiirfel,
W := UnenW, bezeichne die Menge aller Wiirfel aus I'. Die Mengenfamilie

A={U_,W;: W, eW fiirj=1,...,k, kenN}uU{0} (3.2)
bildet dann einen Ring und heifit Ring der Wiirfelaggregate von T.

Jedes A € A laBt sich auch als Vereinigung von endlich vielen disjunkten
Wiirfeln aus einem festen Gitter ', (n hinreichend groB) darstellen:

A=Y W;, W;eW,. (3.3)
Definiert man
(W) =cd, wenn W € W,,
so laft sich ¢ mittels der Darstellung (3.3) auf ganz A fortsetzen durch
i(A) ==y (W) = 1.8

Es ist leicht einzusehen, daf} 7 ein Inhalt auf A ist. Er heiBt elementarer Inhalt
der Wiirfelaggregate (beziiglich I'*). Sodann wendet man die Kompressionsme-
thode an:

Definition 3.1: Eine beschrinkte Menge A heifit quadrierbar (oder Jordan -
mefSbar) beziglich I'*, wenn gilt:
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Ve>03AAcA:ACACA i(A)—i(4)<e (3.4)

(Vgl. Abb. 5)
Die Menge aller quadrierbaren Mengen A werde mit Q bezeichnet.

,/ - A
A
,J
]
}ce
\ y
~ > H\"\-;
Abb. 5

Definition 3.2: Fiir jede bgschrii;lktc Menge M C R sei
(M) :=inf {i(B): Be A,B D M}

und
(M) :=sup{i(C):C € A,C C M}.

i(M) heift duferer, i (M) innerer Inhalt von M. (i und i sind jedoch nicht
Inhalte: (2.4) ist nicht erfiillt.

Fiir jedes A € Q existiert genau eine Zahl j(A) € R mit j(A) = i(4) =
1(A). j(A)heiBt Jordanscher Inhalt von A. (Falls die Dimension d hervorgehoben
werden soll, schreibe ich in der Folge j4 anstelle von j). Es 1Bt sich der Reihe
nach Folgendes beweisen:

1. Jedes A € 7, ist quadrierbar und es gilt
(A) = my(4) =TI, (b — a;) (3.5)
(vgl. (2.11)), unabhingig von der zugrundegelegten Gitterfolge I'*.

2. Die Quadrierbarkeit einer Menge M C R? und der Wert j(M) sind un-
abhangig von der gewéhlten Gittferfolge I'*.

3. Q ist ein Ring.
4. 7 ist ein endlicher Inhalt auf Q.
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5. 7 ist sogar ein volladditiver Inhalt auf Q, dh.:

Ist (An)nen eine Folge von disjunkten Mengen aus Q mit 3%, 4, € Q, so
folgt 7(32521 An) = o2, j(An)

6. 7 ist bewegungsinvariant.

Jede Menge N € Q mit j(N) = 0 heifit (Jordan’sche) Nullmenge.

Fiir beschrinktes M C R? reicht die Bedingung 7(M) = 0 dafiir aus, da8
M eine j-Nullmenge ist. Daher ist jede Teilmenge einer j-Nullmenge auch qua-
drierbar und eine j-Nullmenge. Diese Eigenschaft des Jordan’schen Inhaltes heifit
Vollstindigkeit von j. Daraus ergibt sich das Jordan’sche Quadrierbarkeitskriteri-
um:

Satz 3.3: M C R? sei beschrinkt. Dann gilt: M € Q & j(dM) = 0.

(Dabei bezeichnet M den (topologischen) Rand von M).

Fiir die Quadrierbarkeit einer Menge ist also maBgeblich, ob der Rand eine
skleine“ Menge ist.

Es ist leicht zu erkennen, daf einzelne Punkte und endliche Mengen A qua-
drierbar sind mit j(A)=0. Es sind auch alle beschriankten konvexen Mengen A
quadrierbar, dabei kommt es nicht daruf an, ob Teile des Randes 9A dazugezihlt

werden.

Im allgemeinen ist eine abzihlbar unendliche Vereinigung von Jordan-mefibaren
Mengen nicht wieder Jordan-mefibar. Als Beispiele mégen dienen:

1. M =(Qno,1])% (3.6)
die rationalen Zahlen des (abgeschlossenen) Einheitsquadrates;
2. M =(Qn|0,1]) x [0,1] . (3.7)

In beiden Fillen gilt namlich offensichtlich i(M) = 0 und i(M) = 1. Ein
anderes Argument liefert Satz 3.3: M = [0,1)%, daher ist j (OM)=1>0.

3. Es gibt beschréinkte abgeschlossene und auch offene Mengen, die nicht qua-
drierbar sind. Beispiele sind bestimmte Diskontinua, also fraktale Mengen,
die dem Cantor’schen Diskontinuum #hnlich sind.

Diese Beispiele zeigen, daB der Jordan’sche Inhalt in mancher Hinsicht unbe-
friedigend ist: Einerseits sind relativ kleine (abzihlbar unendliche) und topolo-
gisch wichtige (offene, abgeschlossene) Mengen nicht quadrierbar.

Zwischen dem Jordan’schen Inhalt der Ebene und dem Riemannschen Integral
besteht ein enger Zusammenhang, der auch die Unzulinglichkeit dieses Integral-
begriffes deutlich macht:
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Satz 3.4: Es sei f : [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:
f ist Riemann-integrierbar & Oy ist quadrierbar

b
In diesem Falle gilt: 3,(Of) = [ f(z)dz. (Vgl. (1.1)).

Die Dirichlet’sche Funktion

f(z) =1, falls z € [0,1])NQ und := 0, falls z € [0,1] \Q (3.8)
besitzt die Menge (3.7) als Ordinatenmenge und ist daher nach Satz 3.4 nicht
Riemann-integrierbar. Dies lifit sich auch daraus schlieflen, daff die oberen Dar-
boux’schen Summen von f = 1 und die unteren Darboux’schen Summen = 0
sind.

4. Maf} und abstraktes Lebesgue-Integral

Die in Abschnitt 3 angefithrten Unzulinglichkeiten erfordern einen neuen Zu-
gang, der auch eine Erweiterung des Riemannschen Integrals erlaubt.

Ausgangspunkt ist die Forderung nach Volladditivitat (vgl. (2.7)), die in der
Geometrie und vor allem der Wahrscheinlichkeitstheorie naheliegt. So wie fiir
Inhalte Ringe die natiirlichen Definitionsbereiche darstellen, werden fiir Mafle
o-Algebren dienen:

Definition 4.1: Es sei () eine nichtleere Menge. A C P(Q) heift o-Algebra iber
Q, wenn gilt:

e A

AeA= A A

(Apn)nen Folge aus A = U,epA, € A

Es ist leicht einzusehen, daB jede o-Algebra ein Ring ist. Der folgende Satz
1aBt sich verhdltnismaBig einfach zeigen:

Satz 4.2: R sei ein beliebiger Ring tiber Q. Dann ezistiert eine kleinste o-Algebra
A= A,(R), die R enthdlt. A,(R) heifit die von R erzeugte o-Algebra.

Vorsicht: A,(R) lafit sich im allgemeinen nicht konstruktiv aus R angeben!

Die von 4, dem Ring der d-dimensionalen Figuren (2.10), erzeugte o-Algebra
B, := A,(Fa) heiflt die o-Algebra der Borel’schen Mengen. - By enthilt insbeson-
dere alle abzéhlbar unendlichen, offenen, abgschlossenen und kompakten Mengen
des RY.
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Definition 4.3: A sei eine o-Algebra iiber Q. u : 4 — R heifit Map auf A,
wenn (2.2), (2.3) und (2.7) so erfiillt sind, daB diese Bedingungen VA, A,,...€A
gelten.

Fiir die Konstruktion von Maflen ist der Fortsetzungssatz fiir Mape wichtig:

Satz 4.4: Ist ¢ ein volladditiver Inhalt auf einem Ring R, dann ezistiert genau
ein Mafl u auf A,(R), das ¢ fortsetzt.

Der Beweis dieses Satzes macht einen bemerkenswerten Unterschied zum Jor-
dan’schen Inhalt deutlich: y ergibt sich aus . dadurch, daf man die Mengen
A € A,(R) durch abzihlbar unendliche Vereinigungen von Elementen von R,
aber nur von aqufen approximiert. - Geht man von R = F; aus, und ist o4
durch (2.12) bestimmt, dann existiert genau eine Fortsetzung uq auf By. 1q heifit
das d-dimensionale LEBESGUE-BOREL-Maf (L-B-Mag). Dieses Ma8 ist nicht

vollstindig wie es jq ist:

Definition 4.5: Ein Maf 4 auf A heiBt vollstindig, wenn gilt:
A€ A u(A)=0,BCA = Be A.

Es ist leicht einzusehen, dal zu pq4 ein vollstindiges MaB )4 existiert, das d
fortsetzt: Es sei

Li:= {BUN:Be€By3A€By: u(A)=0,N C A}

und

M\(BU N) := p4(B).

Dann bildet £y eine o-Algebra (die o-Algebra der Lebesque’schen Mengen) und
Ad ist ein auf L, definiertes, vollstindiges MaB. \; heifit das d-dimensionale
Lebesque-Map.

Der Zusammenhang zwischen Q4 := Q, By und £, stellt sich wie folgt dar:
Q4 C L4, Q4 ¢ Byund By ¢ Q4. Dabei ist die erste Inklusion nach der Definition
klar; die beiden anderen Aussagen lassen sich durch Gegenbeispiele zeigen: Die
Cantor’sche Menge C'ist in Q; N B; enthalten; fiir sie gilt m(C) = 51(C) =0,
daher gehort jede Teilmenge M C C zu Qy, aber 3M C C : M ¢ B,. Umgekehrt
ist QN [0,1] € By, aber ¢ Q,. - Die Mengen (3.6) und (3.7) sind Borel-Mengen,
ebenso alle abzéhlbar unendlichen Mengen; das MaB all dieser Mengen ist =0.

Mit Hilfe von Maflen y, insbesondere mit u4 und Mg, lassen sich Integralbe-
griffe aufbauen; die Einzelheiten dieser Konstruktion wiirden den Rahmen dieser
Darstellung jedoch iiberschreiten. Ich skizziere die Ideen daher nur grob und ver-
weise besonders auf die Biicher [Ba] und [El]. - Zunichst bedarf es einer Klasse
von Funktionen, die als Integranden der (abstrakten) Lebesgue’schen Integrati-
onstheorie in Frage kommen.
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Definition 4.6: Es sei A eine o-Algebra iiber (). Eine Funktion f: {} — R heifit
(A-) mepbar, wenn
{zeQ:a< f(z) <b}eA Va,b: —0c<a<b< (4.1)

gilt. Im Falle 2 = R und A = By spricht man von Borel-mefbaren und im Falle
A = L4 von Lebesgque-mefbaren Funktionen.

Diese Definition ist jener der stetigen Funktionen dhnlich (,, Urbilder offener
Mengen sind offen“). Tatsichlich spielen in der Mafitheorie mefibare Funktio-
nen eine ahnliche, der Struktur angepafite Rolle wie stetige Funktionen in der
Topologie.

Ist feine Elementarfunktion, d.h. ist f meBbar und nimmt f nur endlich viele
Werte ai,...,a, > 0 an, dann definiert man

Jfdp:= YL, p({z€Q: f(z) = oi})

als p-Integral von f. Jede nichtnegative meflbare Funktion f 1afit sich durch ei-
ne monoton wachsende Folge (f,) von Elementarfunktionen punktweise appro-

ximieren: f = lim, o fo. Das u-Integral von f wird dann durch [ fdu =
limy, 00 [ fn dp definiert. Das u-Integral fiir belichige mefbare Funktionen f be-

ruht auf der Zerlegung von f in Positiv- und Negativteil (das Integral 1ait sich
jedoch nicht fiir jede mefibare Funktion sinnvoll definieren).

Die folgenden Sétze kldren den Zusammenhang zwischen Riemann- und Lebes-
gue - Integral:

Satz 4.7: [a,b] sei ein kompaktes Intervall und f : [a,b] = R, Sy die Menge der
Stetigkeitspunkte von f. Dann folgt:

f ist Riemann-integrierbar <  f ist beschrinkt und Ay ([a,b]\Ss) = 0

Daraus ergibt sich sofort, daBl die Dirichlet’sche Funktion (3.8), die auf ganz
[0, 1] unstetig ist, nicht Riemann-integrierbar sein kann. Die folgende Modifizie-
rung dieser Funktion erweist sich aber als Riemann-integrierbar:

glz) := q(l—I), falls z = % € QN [0,1] mit teilerfremden p(z), ¢(z) € N gilt,
und := 0, falls z € [0,1] \Q. Sy besteht dann aus allen irrationalen Zahlen von
[0,1], daher ist A1([0,1]\S) = A([0,1] NQ) = 0.

Satz 4.8: [a,b] sei ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Dann ist f Lebesgue-mefbar und es gilt:

[ f(z)dz = f fdn.

Dieser Satz zeigt, dal das Lebesgue-Integral das Riemann-Integral verallge-
meinert und daB die beiden Integralbegriffe vertraglich sind. Jedoch ist nicht jede
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Riemann-integrierbare Funktion auch Borel-mefibar! Fiir uneigentliche Riemann-
Integrale ist der Zusammenhang dhnlich, aber nicht so einfach zu formulieren.

Der Zusammenhang zwischen Integral und Ordinatenmenge stellt si ch ahnlich
dar wie in Abschnitt 3: Eine Funktion f : R? — R ist genau dann Borel-mefibar,
wenn ihre Ordinatenmenge Oy € Bay; ist und

pas1(0g) = [ f dpa (4.2)
(Fiir das Lebesgue - Integral gilt eine &hnliche Aussage.)

Fiir eine gegebene Menge A € Bay1 seien

Ay :={zert: (z,y) € A} VyeR

die Schnittmengen, und es sei f(y) := m(4,) Vy € R. Dann folgt ahnlich
wie (4.2):

par1(A) = [ pa(Ay)dpa(y) = [ fdm

Dies ist eine exakte Fassung des Cavalieri ‘schen Prinzips.

Das Lebesgue-Integral hat gegeniiber dem Riemann-Integral eine Reihe von
Vorteilen, z.B., daB sich die Bedingungen fiir Vertauschung von Limes und In-
tegral recht einfach darstellen lassen, und daf die Einschrinkung auf endlichdi-
mensionale Riume nicht erforderlich ist.

5. Literaturhinweise

Die Lehrbuchliterateratur zur MafBtheorie, insbesondere auch fiir spezielle-
re Teilgebiete, ist sehr umfangreich. Als einfithrende, ausfiithrliche Darstellungen
der Maptheorie in deutscher Sprache empfehle ich vor allem [Ba] und [E1], die
auch zahlreiche Hinweise auf weiterfilhrendes Schrittum geben. Auch in vielen
Biichern iiber Analysis sind einige Kapitel diesem Thema gewidmet, z.B. [W1];
das ausgezeichnete Lehrbuch [He] widmet ein Kapitel einem direkten Zugang
zum Lebesgue-Integral. Die Inhaltstheorie findet sich vor allem bei [Ma], einige
kiirzere Ausfithrungen dazu bei [W1] und [El]. Verschiedene Integrationstheorien
werden etwa in [De], [Pe] und [vDM] behandelt; [vDM] widmet sich besonders
der geschichtlichen Entwicklung der Mengenlehre und Integrationtheorie. In man-
chen Biichern iiber Wahrscheinlichkeitstheorie wird die Mafitheorie anhand des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs entwickelt (z. B. [Ne], [Sch]); allerdings kommen dabei
kaum geometrische Gesichtspunkte zur Sprache. Speziellen geometrischen Fragen
wie fraktalen Mengen, Dimensionstheorie, raumfiillenden Kurven, sind [Sa] und
[Mt] gewidmet; [Mt] gehort zu den wenigen Biichern, die Fraktale in mathema-
tisch befriedigender Weise behandeln, ist aber dementsprechend anspruchsvoll -
bunte Bilder von fraktalen Mengen enthilt es keine. Biicher iiber Mengenlehre
habe ich am Beginn von Abschnitt 2 bereits erwéahnt.
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